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L1 — 2éme semestre 2012-13 Algébre linéaire

Feuille d’exercices 2

Suites génératrices. Sous-espaces vectoriels. Suites libres. Bases. Coordonnées.

Exercice 2.1 -~ Montrer que les suites ci-dessous engendrent R? :

((1,0),(2,3),(0,1)); ((1,0),(2,3)); ((2,3), (4,5)).

Exercice 2.2 -~ Dans R? on considere les cinq vecteurs suivants :
up = (2,—1,4),uy = (—-1,2,1),u3 = (—1,1,—1),uqg = (1,1, 1)

1. Montrer que (Ul,UQ,Ug,’LL4) engendre R3. Déterminez toutes les sous-suites de (Ul,UQ,Ug,U4) qui en-
gendrent R3.

2. Soit E = Vect(u1, uz,us). Déterminez toutes les sous-suites de (ul, Uus, U3) qui engendrent F.

Exercice 2.3 — Peut-on écrire (1,0,0) comme combinaison linéaire de u; = (1,2,3),u2 = (3,2,1),u3 =
(1,1,1) 7 La suite (ul, Ug, U3) engendre t-elle R3 ?

Exercice 2.4 - Soit (S) I’équation linéaire  +y — 2z = 0 et soit E I’ensemble des solutions de (.5). Soit
up = (1,1,1),us = (4,2,3),us = (10,4, 7).

1. Montrer que ui,ug, ug vérifient ’équation (S).

2. En déduire que (ul, U9, Ug) n’engendre pas R3.

3. Montrer que (ul, o, U3) engendre I'espace vectoriel des solutions de (E).

4. On pose ug = (1,1, —2). Montrer que pour tout vecteur u = (x,y, z) on peut trouver un réel A tel que
u — Aug € E. En déduire que (ul, Ug, U4) engendre R3.

Exercice 2.5 — Dans le plan R? on considere la droite D d’équation x4y = 1. Montrer que deux vecteurs
distincts u, v’ choisis sur la droite D forment une partie génératrice du plan R? ().

Exercice 2.6 -~ Dans R* on note (comme souvent) x,, z,t les composantes des vecteurs. On considere
d’une part ’ensemble F des solutions du systéeme linéaire homogene

20 4+3y—2+4+2t =0
(S) r—2y+z—t =0
3r+8y—32z+5t =0

et d’autre part le sous-espace vectoriel F' = Vect(uy,us,us), avec u1 = (2,3,3,1), ug = (3,5,1,—4),
uz = (1,1,1,1).
1. Déterminer une base de solutions de ()

2. L’un des vecteurs u; est-il dans E' 7 Montrer que pourtant E est contenu dans F'.



3. Compléter la base de F trouvée a la premieére question en une partie génératrice de F' ayant trois
éléments.

Exercice 2.7 — Parmi les parties suivantes dire celles qui sont ou ne sont pas des sous-espaces vectoriels
de I'espace ambiant :

Ei ={(z,y) eR* y = 2%}, By = {(2,y) e R%,2* +y* =0}, B3 = {(2,y,2) ER} 2 +y + 2 = 1}

E4 = {suites réelles (un)n>0 telles que ug + u1 + ug = 0 et pour tout n on a ug, = 2uy}

Exercice 2.8 — Espaces vectoriels de fonctions.

1. Montrer que l'ensemble F des fonctions continues f : [0,1] — R telles que fol f(x)dx = 0 est un
sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel de toutes les fonctions [0, 1] — R.

2. Montrer qu’il existe des polynémes de tout degré dans E. En déduire que F n’admet pas de partie
génératrice finie.

Exercice 2.9 — Suites libres

1. Montrer que ((4, 0,0),(1,-7,0), (3,5, —2)) est une suite libre de vecteurs de R3.

2. Montrer que ((4, -1,-1),(3,6,—1),(3,4, —3)) est une suite libre de vecteurs de R3.

3. Malgré les nombres effacés, montrer que ((4,?,?,—1,—1),(3,?,?,6,—1), (3,7,7,4, —3)) est une suite
libre de vecteurs de R®.

Exercice 2.10 —
1. Donner une base (u1,u2) du plan vectoriel de R? défini par I'’équation z — 2y + 3z = 0.

2. Soit uz = (a, b, c) un vecteur tel que a,c > 0 et b < 0. Montrer que (ul,uQ,u?,) est libre.

Exercice 2.11 — Suite liée

1. Montrer que la suite ((3, -1,-2),(4,-6,2),(-3,2, 1)) est liée dans R3. (On donnera une combinaison
linéaire nulle de ces vecteurs dont les coefficients ne sont pas tous nuls.)

2. Montrer que la suite ((3,4,-5,-2),(—1,2,-2,1),(4,3,-9,2), (-3, -2,4,1)) est liée dans R*.
3. On considere les fonctions de R dans R définies par f(x) = 1, g(z) = cos?(z), h(x) = sin?(z). Montrer
que la suite (f, g, h) est liée.

Exercice 2.12 — Droite vectorielle du plan R?
Soit u = (—2,3). Donner une équation paramétrique de ’ensemble D des vecteurs v = (z,y) tels que
(u,v) est liée. Donner une équation linéaire en (z,y) dont cette droite D soit ’ensemble des solutions.

Exercice 2.13 — Montrer que ((1,0,0,0), (1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1, 1)) est une base de R* et calculer
les coordonnées de (3,—1,4, —5) dans cette base.

Exercice 2.14 — Base extraite Dans R* on donne les vecteurs
up = (1,2,0,3),u2 = (2,4,0,6),us = (1,-1,1,—1),uq = (4,5,1,8)

et on considere le sous-espace E = Vect(uy, ug, us, uq). Extraire de (ul, U, U3, U4) une base de F.



Exercice 2.15 — Base de ’espace des solutions Donner une base de I'espace des solutions du systeme
linéaire homogene suivant :

3r —Ty+4z+11t =0

r+y—2z—3t =0

20 -3y + 2+ 41 =0

Compléter cette base en une base de R%.

Exercice 2.16 — Suites périodiques

Soit E l'espace vectoriel de toutes les suites numériques réelles (uy)nen. Soit F' ’ensemble des suites
(un)nen € E telles que pour tout n > 0 on a uy44 = uy,. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel et en
donner une base a 4 éléments.

Exercice 2.17 — Coordonnées
1. Soit E = {(x,y,2,t) e R*, 2 +y+ 2+t =0}
a. Déterminer une base (ul,ug,ug) de F.
b. Montrer que u = (1,—3,3,—1) € E et donner les coordonnées de u dans la base (ul, U3, U3).

2. Soit E I’ensemble des fonctions polynémiales f(z) = a + bz + cx? + da® de degré < 3 et qui s’annulent
enz = 1.

a. Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de I'espace des fonctions polynomiales réelles.

b. Montrer que (f(z) =z —1,g(z) = (z — 1)?,h(z) = (z — 1)®) est une base de E.

c. Montrer que u(z) = 2> — 1 € E et donner les coordonnées de u dans la base ( 1,9, h).

d. Pour P(z) € E exprimer les coordonnées de P(z) dans la base (f,g,h) en fonction des dérivées
P'(1),P"(1), P"(1) (formule de Taylor exacte).

Exercice 2.18 — Suites de Fibonacci Soit F' I'espace des suites réelles (u,)n>0 telles que pour tout
n > 0 on a la relation uy,+2 = up+1 + Uy (une telle suite est dite de Fibonacci).

1. Montrer que F' est un sous-espaces vectoriel de I’espace de toutes les suites réelles.

2. Montrer que F' contient un unique élément v = (v, )p>0 tel que vop = 1 et v; = 0. Montrer de méme que
F contient un unique élément w = (wy,)n>0 tel que wg =0 et wy = 1.

3. Montrer que (v, w) est une base de F. Comment trouve t-on les coordonnées d’une suite de Fibonacci
(un)n>0?

4. Résoudre ’équation z* = z + 1. En déduire que F' contient exactement deux suites géométriques s et ¢
de raisons non nulles (on notera s la suite de raison > 0).
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5. Montrer que (s, t) est une autre base de F'. On pose w = v + w. Calculer les 10 premiers termes de w.

Quelles sont les coordonnées de w sur la base (s, t) ? En déduire la limite du quotient WZ—:l



